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1. Введение
В геометрической теории функций комплексного переменного традицион-
но большое внимание уделяется выпуклым однолистным аналитическим функ-
циям и многочисленным обобщениям понятия выпуклости (см., например, [1–
3]). Критерием локальной однолистности аналитической в единичном круге
D = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1} функции 𝑓 является условие 𝑓 ′ ̸= 0 (см., например, [4]).
Будем называть функцию 𝑓 выпуклой в круге D, если область 𝐷 = 𝑓(D) является
выпуклой. Хорошо известно [4], что локально однолистная аналитическая функ-








≥ 0 для всех 𝑧 ∈ D.
Порядком выпуклости (см. [1]) аналитической в круге
𝐷(0, 𝑟) = {𝑧 ∈ C : |𝑧| ≤ 𝑟}, 0 < 𝑟 < 1, функции 𝑓 называется число

















В работе [5] определено понятие гиперболического порядка выпуклости локаль-
но однолистной в D функции. Символом 𝑑ℎ(𝑧1, 𝑧2) обозначим расстояние меж-
ду точками 𝑧1 и 𝑧2 в гиперболической метрике в круге D. Зафиксируем точку
1Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект №17-11-01229).
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𝑧0 ∈ D и положительное число 𝜌. Пусть 𝛾ℎ(𝑧0, 𝜌) = {𝑧 ∈ D : 𝑑ℎ(𝑧, 𝑧0) = 𝜌}
— окружность в D с гиперболическим центром 𝑧0 и гиперболическим радиусом
𝜌. Гиперболическим порядком выпуклости аналитической функции 𝑓 в круге
𝐷ℎ(𝑧0, 𝜌) = {𝑧 ∈ D : 𝑑ℎ(𝑧, 𝑧0) ≤ 𝜌} называется число





где 𝜃 — аргумент гиперболического радиуса, соединяющего точку 𝑧 ∈ 𝛾ℎ(𝑧0, 𝜌) с
центром 𝑧0 (т.е. угол, который гиперболический радиус ̂︁𝑧0𝑧 образует с положитель-
ным направлением действительной оси), а 𝑇𝑓 (𝑧) =
𝑑
𝑑𝜃𝑓(𝑧) — касательный вектор
к образу окружности 𝛾ℎ(𝑧0, 𝜌) при отображении 𝑓 в точке 𝑓(𝑧).
Символом 𝒮 будем обозначать классическое семейство однолистных аналити-
ческих в D функций 𝑓 , таких, что 𝑓(0) = 𝑓 ′(0)−1 = 0. Подкласс 𝒞 класса 𝒮 состоит
из выпуклых функций 𝑓 ∈ 𝒮.
Под теоремами регулярности в геометрической теории функций принято пони-
мать утверждения, аналогичные известным [6, 7] теоремам о регулярности роста
производной в классе однолистных конформных отображений 𝒮, усиливающие из-
вестные (см., например, [4, 8]) оценки |𝑓 ′(𝑧)| и |𝑓(𝑧)|, полученные Л. Бибербахом.
Наченая с 60-х гг XX в. теоремам регулярности в различных классах аналитиче-
ских и гармонических функций посвящено достаточно большое число работ (см.,
например, [9–11].
В работах [5,12] исследовался вопрос о регулярности роста и убывания порядка
выпуклости и гиперболического порядка выпуклости в классах 𝒮, 𝒞. В частности,
в классе выпуклых функций 𝒞 доказана следующая теорема:
Теорема А [12].





𝑓 ′(𝑟𝑒𝑖𝑡) + 1
}︁
1+𝑟
1−𝑟 и 𝛽(𝑓, 𝑟)
1+𝑟
1−𝑟 не убывают по 𝑟 на интер-
вале (0, 1) для любого 𝑡 ∈ [0, 2𝜋);






























ют по 𝑟 на интервале (0, 1) для любого 𝑡 ∈ [0, 2𝜋);































3,3*) 𝛿 = 𝛿* = 1 тогда и только тогда, когда 𝑓(𝑧) = 𝑧1+𝑒𝑖𝑡𝑧 и 𝑡 = −𝑡0, 𝑡 = 𝜋 − 𝑡*0
для случаев 2) и 2*) соответственно.
Числа 𝛿 и 𝛿* называются числами Хеймана, а направления, определяемые угла-
ми 𝑡0 и 𝑡
*
0 — направлениями интенсивного убывания и роста выпуклости функции
𝑓 соответственно.
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Целью настоящей работы является получение теорем регулярности порядка
выпуклости и гиперболического порядка выпуклости в более широких классах
выпуклых конформных отображений порядка 𝛼, включающих в себя при отрица-
тельных значениях 𝛼 функции, не являющиеся не только выпуклыми, но и звез-
дообразными.
1. Теорема регулярности для порядка выпуклости в классах 𝐶(𝛼)
Семейства 𝒞(𝛼) были определены Робертсоном [1] и состоят из локально одно-









где 𝛼 ∈ [−1/2, 1). Нетрудно доказать, что 𝒞(𝛼) ⊂ 𝒞, если 𝛼 > 0, 𝒞(1/2) = 𝒞 и
𝒞(𝛼) ⊂ 𝒦, если 𝛼 ∈ [−1/2, 0), где символом 𝒦 обозначается подкласс функций
из 𝒮, отображающих D на почти выпуклые области (область 𝐷 называется по-
чти выпуклой, если C ∖ 𝐷 допускает представление в виде объединения лучей,
пересекающихся не более, чем в своих вершинах).
Оценка порядка выпуклости в семействах 𝒞(𝛼) следует из определения
этих классов и свойств выпуклых отображений. Пусть 𝑓 ∈ 𝒞(𝛼). Обозначим
𝑔(𝑧) = 𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓 ′(𝑧) + 1, тогда 𝑔(0) = 1 и Re 𝑔(𝑧) > 𝛼 в силу (1). Определим функцию
𝑝(𝑧) = (𝑔(𝑧)−𝛼)/(1−𝛼), которая принадлежит классу Каратеодори 𝒫 (см., напри-
мер, [4,8]), так как Re 𝑝(𝑧) = Re (𝑔(𝑧)−𝛼)/(1−𝛼) > 0 и 𝑝(0) = 1. Рассмотрим локаль-
но однолистную аналитическую функцию 𝑓0 в D, такую, что 𝑓0(0) = 𝑓 ′0(0)− 1 = 0
и 𝑧𝑓 ′′0 (𝑧)/𝑓
′
0(𝑧)− 1 = 𝑝(𝑧). Нетрудно убедиться, что 𝑓0 определяется равенством
𝑓0(𝑧) = 𝑧 𝑒
∫︀ 𝑧
0
(𝑝(𝜁)−1)/𝜁 𝑑𝜁 . (2)
и является выпуклой и однолистной в D, т.е. 𝑓0 ∈ 𝒞.










≤ 1 + 𝑟
1− 𝑟 , (3)







+ 1 ≤ 1 + 𝑟
1− 𝑟 . (4)
Данная двусторонняя оценка может быть усилена теоремой регулярности:



















ют по 𝑟 на интервале (0, 1) для любого 𝑡 ∈ [0, 2𝜋);





















1− 𝑟 = 𝛿;



















тают по 𝑟 на интервале (0, 1) для любого 𝑡 ∈ [0, 2𝜋);













































причем 𝑡 = 𝜋 − 𝑡0, 𝑡 = −𝑡*0 для случаев 2) и 2*) соответственно.
Доказательство. Рассмотрим функцию 𝑓 ∈ 𝒞(𝛼), где 𝛼 ∈ [−1/2, 1).




+ 1 = 𝑧1−𝛼
𝑓 ′′(𝑧)
𝑓 ′(𝑧) + 1. Для функции 𝑓0 справедлива теорема А. Переписав
утверждение теоремы А в терминах исходной функции 𝑓 , получим утверждения
1), 1*) и 2), 2*) доказываемого следствия 1.
Условия равенства в (4), а также условия для чисел Хеймана (𝛿, 𝛿* = 1) вы-
водятся из (3) и утверждений 3), 3*) Теоремы А. Действительно, указанные ра-
венства достигаются в том и только том случае, когда функция 𝑓0 совпадает с




− 1 = 1 + 𝑧
1− 𝑧 и 𝑔(𝑧) = (1− 𝛼)𝑝(𝑧) + 𝛼 = 𝛼 + (1− 𝛼)
1 + 𝑧
1− 𝑧 .
Отсюда с учетом определения 𝑔(𝑧) = 𝑧 𝑓
′′(𝑧)




= (1− 𝛼) 2𝑧
1− 𝑧 . (6)
Интегрируя данное выражение при начальных условиях 𝑓(0) = 𝑓 ′(0) − 1 = 0,
приходим к виду (5) экстремальных функций 𝑓𝛼.
Заметим, что при 𝛼 ∈ [0, 1) отображения 𝑓𝛼 являются выпуклыми (см. Рис. 1).
Однако при убывании 𝛼 ∈ [−1/2, 0) функции 𝑓𝛼 теряют выпуклость и образы
𝑓𝛼(D) не являются даже звездообразными (см. Рис. 2,3).
Условия равенств направлений интенсивного убывания и роста заданным чис-
лам 𝑡0 и 𝑡
*
0 получаются из соответствующих утверждений теоремы A путем вра-
щения функций 𝑓𝛼 вида (5). Следствие доказано.
Перейдем к оценке и анализу характера изменения порядка выпуклости 𝛽(𝑓, 𝑟)
в семействах 𝒞(𝛼). Для 𝛼 = 0 этот вопрос полностью исчерпывается теоремой А.
Однако при прочих допустимых 𝛼 можно получить более точный (при 𝛼 > 0) или
более общий (при 𝛼 < 0) результат.
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Рис. 1: Образы единичного круга при отображении 𝑓𝛼 для 𝛼 = 0.8 (слева), и
𝛼 = 0.5 (справа)
Рис. 2: Образы единичного круга при отображении 𝑓𝛼 для 𝛼 = 0.2 (слева), и 𝛼 = 0
(справа)
Теорема 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝒞(𝛼), где 𝛼 ∈ [−1/2, 1) и 𝑅𝛼 = min{1, 1/|1− 2𝛼|}. Тогда
















𝑓 ′(𝑟𝑒𝑖𝑡) + 1
}︁
1+𝑟
1−𝑟(1−2𝛼) и 𝛽(𝑓, 𝑟)
1+𝑟
1−𝑟(1−2𝛼) не убывают по
𝑟 ∈ (0, 𝑅𝛼) для любого 𝑡 ∈ [0, 2𝜋);













1− 𝑟(1− 2𝛼) = 𝛿;
4) 𝛿 = 1 тогда и только тогда, когда 𝑓(𝑧) = 𝑒−𝑖𝑡𝑓𝛼(𝑒𝑖𝑡𝑧), где 𝑓𝛼(𝑧) определяется
равенствами (5) и 𝑡 = 𝜋 − 𝑡0.
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Рис. 3: Образ единичного круга при отображении 𝑓𝛼 для 𝛼 = −0.2 (слева), и
𝛼 = −0.5 (справа)
Доказательство. Рассмотрим функцию 𝑓 ∈ 𝒞(𝛼), где 𝛼 ∈ [−1/2, 1).
1) Как отмечалось выше, функция 𝑝(𝑧) = 𝑧1−𝛼
𝑓 ′′(𝑧)
𝑓 ′(𝑧) + 1 принадлежит классу
Каратеодори 𝒫. Следовательно, для любого 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝑡 ∈ D, справедливы точные
оценки (см., например, [4])
1− 𝑟
1 + 𝑟
≤ Re 𝑝(𝑧) ≤ 1 + 𝑟
1− 𝑟 ,
равенства в которых достигаются тогда и только тогда, когда 𝑝 совпадает с функ-
цией 𝑝0(𝑧) = (1 + 𝑧)/(1 − 𝑧) = 𝑧𝐿′′(𝑧)/𝐿′(𝑧) + 1, где 𝐿(𝑧) = 𝑧/(1 − 𝑧) (вместо











≤ 1 + 𝑟(1− 2𝛼)
1− 𝑟 , (7)
причем 𝑓 удовлетворяет соотношению (6) и, как следствие, равенства в (7) дости-
гаются только на функциях вида (5) и их вращениях. Неравенство (7) очевидно
означает, что для 𝑓 ∈ 𝒞(𝛼)
𝛽(𝑓, 𝑟) ≥ 1− (1− 2𝛼)𝑟
1 + 𝑟
,
т.е. 𝑓 сохраняет выпуклость в круге |𝑧| < 𝑅𝛼. Оценка круга выпуклости точна,
равенство также достигается на функциях вида (5).










не убывает по 𝑟 для любого |𝑧| = 𝑟 на интервале (0, 𝑅𝛼).
Заметим, что для 𝑓(𝜁) = 𝑓(𝑒𝑖𝑡𝜁)𝑒−𝑖𝑡 справедливо равенство
Re 𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓 ′(𝑧) = Re 𝑟
𝑓 ′′(𝑟)
𝑓 ′(𝑟)
где 𝑡 = arg 𝑧. Следовательно, без ограничения общно-
сти можно считать, что 𝑧 = 𝑟 ∈ (0, 1).


















≥ 0, 𝑟 ∈ (0, 𝑅𝛼).











1− 𝑟 ≥ 1.
Обозначим левую часть последнего неравенства через Φ˜(𝑟). Тогда
Φ˜(𝑟) = Re 𝑝(𝑟) 1+𝑟1−𝑟 и
𝜕
𝜕𝑟 Φ˜(𝑟) = Re
(︁




, где функция 𝑝 ∈ 𝒫
определена в п. 1) доказательства. С учетом введенных обозначений
Φ(𝑟) = Re Φ˜(𝑟)
(1− 𝑟)(1− 𝛼)
1− 𝑟(1− 2𝛼) + 𝛼
1 + 𝑟
1− 𝑟(1− 2𝛼) .
Заметим, что выражение 1− 𝑟(1− 2𝛼) остается положительным для 𝛼 ∈ [−1/2, 1)






















В классе Каратеодори 𝒫 верны точные оценки Re 𝑝(𝑟) ≥ 1−𝑟1+𝑟 и Re 𝜕𝑝(𝑟)𝜕𝑟 ≥ −2(1+𝑟)2
(см., например, [4, 8]). Применяя их к последней строке в (8), получаем, что
𝜕





𝑓 ′(𝑧) + 1
}︁
1+𝑟
1−𝑟(1−2𝛼) не убывает по 𝑟 для всех
точек 𝑧 = 𝑟 и в виду сделанного выше замечания для всех 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝑡.
Теперь докажем, что 𝛽(𝑓, 𝑟) 1+𝑟1−𝑟(1−2𝛼) не убывает по 𝑟 для всех точек 𝑟 ∈ (0, 𝑅𝛼).


















В силу доказанного выше для любых 𝑟, 𝑟1, 0 < 𝑟 < 𝑟1 < 𝑅𝛼, имеем
𝛽(𝑓, 𝑟)
1 + 𝑟



























1− 𝑟1(1− 2𝛼) = 𝛽(𝑓, 𝑟1)
1 + 𝑟1
1− 𝑟1(1− 2𝛼) .
Таким образом, выражение 𝛽(𝑓, 𝑟) 1+𝑟1−𝑟(1−2𝛼) не убывает по 𝑟 для всякой функции
𝑓 ∈ 𝒞(𝛼), где 𝛼 ∈ [−1/2, 1).
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3) Из пункта 1) следует, что
𝛽(𝑓, 𝑟)
1 + 𝑟
1− 𝑟(1− 2𝛼) ≥ 1















= 𝛿0 ∈ [1,∞].
Докажем, что существует 𝑡0 ∈ R, для которого выполняется второй пункт
теоремы.
Как и ранее определим 𝑡(𝑟) таким образом, что

















можно считать, что значения 𝑡(𝑟) лежат в [0, 2𝜋), т.е. множество значений 𝑡(𝑟)
ограничено.
Выберем такую возрастающую последовательность 𝑟𝑛 ∈ (0, 𝑅𝛼), 𝑟𝑛 → 𝑅𝛼−,





𝑓 ′(𝑟𝑒𝑖𝑡) + 1
}︁
1+𝑟










































1− 𝑟𝑛(1− 2𝛼) .



















1− 𝑟(1− 2𝛼) ≤ 𝛿.















4). Докажем условие равенства чисел Хеймана 𝛿 = 1. Во-первых, непосред-










Следовательно, предел в утверждении 3) доказываемой теоремы существует и ра-
вен 1, причем направление интенсивного убывания выпуклости 𝑡0 = 𝜋. Данное
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утверждение проиллюстрировано на Рис. 1 - 3. При вращениях 𝑒−𝑖𝑡𝑓𝛼(𝑒𝑖𝑡𝑧) функ-
ций вида (5) направления интенсивного убывания 𝛽(𝑓, 𝑟) будут равны 𝑡0 = 𝜋 − 𝑡.
Обратно, предположим, что для некоторой функции 𝑓 ∈ 𝒞(𝛼) число Хеймана
𝛿 = 1 и направление интенсивного убывания выпуклости равно 𝑡0. Следовательно,








Тогда для функции 𝑓(𝑧) = −𝑒−𝑖𝑡0𝑓(−𝑒𝑖𝑡0𝑧) имеем:
−𝑟 𝑓
′′(−𝑟)
𝑓 ′(−𝑟) = (1− 𝛼)
−2𝑟
1 + 𝑟




= (1− 𝛼) 2𝑧
1− 𝑧
во всем круге D. Значит 𝑓 удовлетворяет равенству (6) и как следствие
𝑓(𝑧) = 𝑓𝛼(𝑧). Отсюда получаем требуемое равенство
𝑓(𝑧) = −𝑒𝑖𝑡0𝑓𝛼(−𝑧𝑒−𝑖𝑡0) = 𝑒−𝑖(𝜋−𝑡0)𝑓𝛼(𝑒𝑖(𝜋−𝑡0)𝑧).
Теорема доказана.
2. Теорема регулярности для гиперболического порядка выпуклости
в классах 𝐶(𝛼)
Определенное в работе [5] понятие выпуклости гиперболического порядка поз-
воляет оценить степень выпуклости функции и характер ее изменения не только
в кругах с центром в начале координат, но и в гиперболических кругах с произ-
вольным центром в круге D.
Рассмотрим аналитическую в круге D функцию из класса 𝑓 ∈ 𝒞(𝛼), где
𝛼 ∈ [−1/2, 1). Пусть 𝑧0 ∈ D, 𝜌 > 0 и 𝛽ℎ(𝑓, 𝑧0, 𝜌) — гиперболический порядок вы-
пуклости функции 𝑓 в круге 𝐷ℎ(𝑧0, 𝜌) = {𝑧 ∈ D : 𝑑ℎ(𝑧, 𝑧0) ≤ 𝜌}.
Из простейших свойств гиперболической геометрии в круге (в частно-
сти, из того, что евклидов радиус гиперболической окружности 𝛾ℎ(0, 𝜌) равен
(𝑒𝜌 − 1)/(𝑒𝜌 + 1)) следует, что








Теорема B [5] Для всякой локально однолистной аналитической в D функции 𝑓
и произвольных 𝑧0 ∈ D, 𝜌 > 0, справедливы соотношения
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, вообще говоря, уже не принадлежит классу 𝒞(𝛼). Тем не ме-
нее верна













1 + |𝑧0| , при 𝛼 ≥ 0,
𝛼
1 + |𝑧0|
1− |𝑧0| , при 𝛼 < 0.
(9)
В частности функция 𝑓 является однолистной и принадлежит классу 𝒦 при










Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что 𝑧0 = 𝑟 ∈ (0, 1).
Рассмотрим Φ(𝑧) = 𝑧+𝑟1+𝑟𝑧 . Тогда













Функция Re𝐹 (𝑧) является гармонической и как следствие не может достигать
минимума во внутренних точках круга D, если не является константой. Можно
считать, что 𝑓 определена в замкнутом единичном круге. В противном случае
рассмотрим функции 𝑔𝜌(𝑧) = 𝑓(𝜌𝑧)/𝜌, которые также принадлежат классу 𝒞(𝛼),
проведем рассуждения для них и совершим предельный переход при 𝜌 → 1−.
Итак, гармоническая функция Re𝐹 (𝑧) достигает своего минимума на окружности































≥ 𝛼 1− 𝑟
2
|𝑒𝑖𝑡 + 𝑟|2 ≥ ?˜?.
Следовательно Re𝐹 (𝑧) ≥ ?˜? во всем круге D. Точность оценки (9) проверяется
непосредственными вычислениями для функций 𝑓𝛼 вида (5). Теорема доказана.
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Комбинация доказанной теоремы с теоремами 1 и B позволяет получить оценку
гиперболического порядка выпуклости в классе 𝒞(𝛼) и утверждения о регулярно-
сти его убывания.








𝜌 > 0 и 𝑅(𝜌) = 𝑒
𝜌−1
𝑒𝜌+1 . Пусть ?˜? определяется равенством (9) и






1) 𝛽ℎ(𝑓, 𝑧0, 𝜌) ≥ 1+?˜?(𝑒
𝜌−1)
𝑒𝜌 ;











вают по 𝜌 на (0, 𝑃?˜?) для любого 𝑡 ∈ [0, 2𝜋);



















1 + ?˜?(𝑒𝜌 − 1) = 𝛿;







где 𝑓?˜? имеет вид (5).








𝑓 ′(𝑧0)(1− |𝑧0|2) . (10)




































≥ 1− |𝜁|(1− 2?˜?)
1 + |𝜁| .
Последнее неравенство является следствием теоремы 1. Отсюда получаем оценку
гиперболического порядка выпуклости в классе 𝒞(𝛼):
𝛽ℎ(𝑓, 𝑧0, 𝜌) = 𝛽ℎ(ℎ, 0, 𝜌) = 𝛽(ℎ,𝑅(𝜌)) ≥ 1−𝑅(𝜌)(1− 2𝛼)
1 + 𝑅(𝜌)
=
1 + 𝛼(𝑒𝜌 − 1)
𝑒𝜌
, (12)
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где 𝑅(𝜌) = 𝑒
𝜌−1
𝑒𝜌+1 , что и доказывает первый пункт теоремы 3.
Доказательство пунктов 2)–4) следует из того, что к функции ℎ примени-
ма теорема 1 и из соотношений (10), (11). Например, монотонность выражения
𝛽ℎ(𝑓, 𝑧0, 𝜌)
𝑒𝜌




























Утверждение 3) о направлении интенсивного убывания порядка выпуклости и
о существовании чисел Хеймана 𝛿 следует из соответствующего утверждения для
функции ℎ, равенства (10) и очевидного соотношения 𝑅(𝜌) → 𝑅?˜? при 𝜌→ 𝑃?˜?. Вид
функции 𝑓 , обеспечивающей в 4) равенство 𝛿 = 1, находится из того, что функция
ℎ в соответствующем случае определяется формулами (5).
Теорема доказана.
Заключение
Доказаны точные оценки порядка выпуклости и выпуклости гиперболическо-
го порядка в семействах 𝒞(𝛼). Получены теоремы регулярности убывания порядка
выпуклости и гиперболического порядка выпуклости конформного отображения в
𝒞(𝛼), а также утверждения о регулярности убывания и роста родственных функ-
ционалов.
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In the present paper the new regularity theorems for order of convexity and
hyperbolic order of convexity in the classes of convex conformal mappings of
order 𝛼 in the unit disk are proved. The sharpness of the result is illustrated
by several examples.
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